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摘要 针对具有大量顶点的多边形网格
,

提 出了一种 自适应选择采样点的方 法
,

从而使得 由这

些采样点所定义的距离场方程
,

以给定的精度逼近原多边形网格
.

在自适应选择采样 点的过程 中
,

需要反复求解重采样生成的距 离场方程
.

为 了充分利用 已有的求解结果
,

采用矩 阵分块技术
,

加

速了增加采样点后距离场方程 的求解
.

对于复杂的模型
,

最终保 留的采样 点数目可能较多
,

为此

采用 F M M 方法加速 了距离场场值的求解
.

关键词 稠密多边形网格 距离场 自适应采样 变分插值 矩阵分块 F M M 方法

多边形网格模型 由于具有简单性和一般性
,

在

计算机辅助 设计和 图形 学领域中得 到 了广泛的应

用
.

随着三维扫描技术的不断发展
,

具有几万
、

几

十万甚至更多顶点数的模型已变得非常普遍
.

然而
,

由于稠密多边形 网格模型具有数据点多且离散的特

点
,

其交互修改非常 困难
.

多分辨率编辑技术虽然

能够实现一 部分基于多边形 网格的形状修改 〔’
,

2〕
,

但其对复杂模型的修改能力是有限的
.

一种直接的

想法是将上述离散模型转化为解析表达式
,

进而对

模型实现编辑处理
.

目前
,

解决这一间题的常用技

术是分片参数曲面插值
一

拟合技术和 隐式曲面插值
-

拟合技术
.

前者由于具有分片的特性
,

因而必须考

虑采样点的分片
、

参数化及片与片之间的复杂光滑

拼接
,

导致算法的构造非常复杂
,

严重影 响了其广

泛使用 ; 后者尽管显示困难
,

但其构造相对简单
,

并且若该解析表达式为距离场形式
,

则可对模型方

便地实现融合
、

变形
、

形状过渡和 B oo l 运算等各种

操作
.

但是
,

考虑到稠密多边形 网格模型中多边形

顶点数通常在几千甚至几万的规模
,

现有的各种距

离场构造方法 〔3 一 7〕都难以快速构造它们所定义 的距

离场
.

如果注意到构造距离场的目的是使该距离场的

零等值面尽可能地逼近原稠密多边形 网格表面
,

那

么该距离场没有必要插值所有顶点
,

所以只要能够

以给定的精度拟合原网格表面就可以了
.

本文吸收

了利用变分插值技术〔5一 7 ], ` )构造距离场的方法
,

将

其应用于稠密网格的自适应简化模型
,

从而避 免了

该方法在散乱点数 目较多时遇到的困难
.

由于多边

形网格模型可以方便地转化为三角形网格模型
,

所

以本文针对具有大量顶点的三角形网格模型给出一

个 自适应选择采样点的方法
,

实现用尽量少的采样

点插值出满足精度要求的距离场
,

从而既保留了模

型的原有形状又扩展了造型能力
.

1 利用变分插值技术构造距离场函数

利用变分插值技术求解空间散乱点插值问题需

要引入评估插值效果的能量函数
,

并 以能量值最小

作为优化目标
.

对于二维情形
,

设 k 个 xy 平面上的

采样点 { C l ,

C Z ,

…
,

q }以及各点处的高度值

{h l ,

h Z ,

…
,

h 走旧知
,

则插值问题可看作是求满

足方程

f ( C 、 ) = h ` ( 1 ( i 镇 k ) ( 1 )

的标量函数 f ( x )
.

显然 f ( x )有多解
,

为得到惟一

2 0 0 1
一

09
一

1 6 收稿
,

2 0 0 1
一

1 1
一

19 收修改稿
,

国家杰出育年基金 (批准号
: 6 9 9 2 52 0 4)

、

创新群体研究科学基金 (批准号
: 6 0 0 2 1 2 0 1) 和教育部骨干青年教师基金资助项目

, ,

联系人
,

E
一

m a i l
: g l i u @ e a d

.

jZ u
.

e d u
.

e n

l) 方 向
.

基于任意多面体骨架的隐式曲面造型技术研究
.

浙江大学博士论文
,

2 0 01



育叉并乎` 展 第 1 2卷 第 7期 2 0 20 年 7月

解
,

可引人薄板能量函数

: 一

{ 仁几 (尸 ) + z瓜 (尸 ) +

瓜 ( p )」d x d ,

J刀

( 2 )

进行评估
,

能量 E 本质上是函数 f 在定义域 。 上的

一种平均曲率的估计
,

其极小化使得 曲面较为光

顺
.

上述能量泛 函可方便地推广到高维情形
` )

,

其

通解形式由 R ad ial 基函数 协( x )的线性组合和一个

线性项 Q ( x )组成
,

其一般表达式为

其中 呜为组合系数 ; Q ( x ) 二 q x T + q0
,

q 。
为常系

数
,

q 为与 x 维数相 同的向量
.

基函数 沪的选择有

多种
,

常用的二维和三维基 函数分别为 笋( x ) =

{xl
Z lo g {xl 和 笋( x ) = }x }

” ,

它们可以使能量 E 自

然地达到最小
,

故函数 f 的求解转化为求解如下的

线性方程组

、 * =

习妈笋( e ` 一
jC ) + Q ( C ` )

,

j = 1

= 1
,

2
,

一
,

k
,

( 4 )

f( x) =

艺动 x(
一

cj)
十

(Q x)
,

(3)

在三维情况下
,

若记 气 = 州 c ` 一
jC )

,

线性项未知 一
系数为 [ q二

,

外
,

q
二 ,

q o]
,

则上述线形方程组可

表达为

协k1 尸x1

协k2 尸2二

( 5 )
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此方程的系数矩阵是对称半正定的
,

因而有惟一的

解 d `和 。二
,

、 , ,

q
: ,

。 。 ,

可直接用数值方法求解
.

利用上述方法
,

可以构造一个距离场函数来插

值一个给定的多边形 网格
,

首先
,

将给定的多边形

网格 s 的每个顶点尸
* (顶点数为 m )作为构造距离

场的插值点
,

因为这些插值点的场值均为零
,

所以

约束方程组最终只能得到一个所有系数都为零的退

化解 因此
,

还需引入一些场值非零的采样点 以保

证最终的解有意义
.

为此采用近似法向技术
,

即对

于 S 上的每个顶点尸
、 ,

用其相邻三角形法向的平均

值作为此顶点的法 向
,

记做 N `
.

显然
,

点 P 、 + h N `

处的距离场值即为 h
.

为防止点 p , + h N `
进入到骨

架 S 的内部
,

通常取 h 为一较小的正值
,

如 0
.

01
.

这样
,

间题就转化为
:
给定顶点数为 m 的多边形

网格 s
,

求距离场函数 f( p ) (尸任皿 3)满足方程

= 1
,

2
, 二

’ ,

水 ( 6 )

将上述约束条件代入 ( 5) 式即可得到满足约束条件

的距离场函数 f( 尸 )
.

有了这一函数
,

即可将其应用

于稠密网格的简化模型
,

只要选择出合适 的采样

点
,

就可以很好的逼近原稠密网格
.

! 0

f ( C 、
) “ h , “ }

( h

当 C、 = 尸、

当 C * = P * + h N ` ,

2 稠密网格的自适应逼近

在利用距离场逼近稠密多边形网格模型时
,

需

要由原始的稠密网格 生成一个简化的初始骨架网

格
,

并利用此初始骨架构造一个距离场
,

通过逐步

缩小该距离场与原始网格的偏差来达到逼近精度的

要求 为得到初始骨架网格
,

文中采用基于体积保

持的累进网格简化算法来生成简化模型 [“ 〕
.

该方法

的优点是能自动地保持模型特征
,

使得由简化模型

插值得到的距离场较好地逼近原始模型 ; 而且通过

控制简化模型的顶点数来终止简化过程 (一般可控

制在 10 0 个左右 )
,

可使简化网格既不会过于简单
,
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也不会因保留过多采样点而使其后的递归采样过程

计算量太大
.

为评价当前距离场是否满足规定的逼近要求
,

必须比较该距离场与原 始稠密网格的偏差
.

为此
,

需在原始网格上找到一些采样点
,

并求出其在距离

场中的场值作为评价依据
.

选择采样点可以利用当

前距离场定义骨架的信息
.

对于定义骨架上的每个

三角片
,

分别找到该三角片的中心点及其三条边的

中点
,

求出每一点到原始稠密网格的有向距离
,

然

后沿距离场的梯度方 向移动该点
,

步长取为此距离

场值
,

移动方向则 由距离场值的符号来确定 ; 移动

后重新计算该点到原始网格的有向距离
,

直到绝对

值小于给定的跟踪误差为止
,

即认为找到了该点在

原始网格上的对应点
.

如 图 1 所示
,

图中空心 圆圈

表示定义骨架上的点
,

实心圆点则是沿距离场梯度

方向上跟踪到的这些点在原始 网格上 的对应点
,

虚

线则表示当前距离场
.

得到对应点后
,

将其坐标代

入当前距离场方程
,

得到的场值就是在该点插值的

偏差量
.

选择其中偏差量绝对值最大的对应点
,

比

较该偏差量是否大于当前的逼近精度
.

若大于
,

则

基于此对应点将当前简化 网格细分
.

细分可分为两

种情况
,

如图 2 所示
,

当对应点对应三角片一边的

中点时
,

则取此对应点作为新增的采样点将此三角

片细分为两个三角片 (图 2( a ) )
,

当对应点对应三角

片的中心点时
,

则此三角片被细分为 3 个三角片

(图 2 ( b ) )
.

新的采样点
,

并更新距离场方程
,

然后再开始下一

轮遍历
,

直到某次遍历没有新的采样点产生为止
.

因为新增加的采样点对整个距离场方程的影响是全

局性的
,

所以先选取偏 差最大的位置增 加采样点
,

这样在更新距离场方程后
,

有些偏差小的位置其偏

差会更小甚至达到了逼近精度要求
,

从而减少了最

终需要的采样点数
.

为此
,

采用递减的方式来确定

每次循环的逼近精度要求
,

即先用一个较大的值作

为当前的逼近精度 (初始值可取 目标逼近精度的 10

倍 )
,

若插值生成的距离场方程 已经满足此逼近精

度
,

则看当前逼近精度与最终逼近精度是否一致
,

如果一致则终止上述递归过程
,

否则取当前逼近精

度与最终逼近精度的平均值作为新的逼近精度重复

上述递归过程
.

3 当前距离场方程的快速更新

在稠密网格的自适应逼近过程中
,

每次增加新的

采样点后
,

需要更新距离场方程
,

重新求解距离场方

程组
,

而方程组的求解过程可看作是求方程组系数矩

阵的逆矩阵的过程
.

此方程组的系数矩 阵是非稀疏

的
,

不能采用快速算法
,

但因为是通过自适应的方式

逐渐增加采样点的
,

所以在重新求解距离场方程时
,

可以利用已有的求解结果
,

采用矩阵分块技术加速距

离场方程的求解
.

假设 已经求解了一个 k 阶距离场方

程组系数矩阵的逆矩阵
,

令增加采样点后的系数矩阵

为 A ( m 阶
,

m > k )
,

为了快速求解这个 m 阶系数

矩阵的逆矩阵
,

可将矩阵 A 分为 4 块

「A l , A 12门
A 一

L
、 2 , 、 22

)
,

( 7 )

图 1 跟踪插值评估点

其中 A l l ,

A 1 2 ,

A 2 1
和 A 2 2

分别为 无 又 无
,

无 又 ( m

一 k )
,

( m 一 k ) X k 和 ( m 一 k ) x ( m 一 k ) 的子

矩阵
.

设此系数矩 阵的逆矩 阵为 B
,

即 B 二 A 一 ` ,

同样矩阵 B 也可以相应地分为 4 块

、 ,产、、产、 .户

RàQ
了

0
Z厅、、了̀、J.工

ǐ lesse|l ee

2内乙,工2BB,12BB尸lwel||l

( A 2 1 A 扮A l : 一 A 2 2 )
一 ` ;

凡lBzlBzllB

则有

11勺̀J.上
Jll

Z召、、了̀、Z̀、( a
) ( b )

图 2 细分距离场定义网格

在遍历完当前简化网格的所有三角片后再添人

= 一 A 八I A 12 B 2 2 ;

= 一 B 2 2 B 2 1 A 八1 ;

= A --1I , ( E * 一 A 12 B 21 )
·
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分析以上各式可知
,

我们只需求解一个 m 一 k

阶矩阵的逆矩阵 (即 ( 9 式 ) )就可以得到增加采样点

后整个系数矩阵的逆矩阵
.

又因为在自适应采样过

程中
,

采用了逐次减小逼近精度和限制每次新增采

样点数目的方法
,

从而保证了每次求解的逆矩 阵的

规模都在一定限度以 内
.

表 1 给出了如图 3 所示的

人头模型在不同递归次数和采样点数的条件下
,

分

别用 L U 分解法和本文给出的矩阵分块方法更新距

离场方程时所需的计算时间
.

表中数据是在限定每

次最多新增 20 个采样点的条件下
,

在 P lll 6 00 微机

上统计的
.

结果显示
,

采用矩阵分块技术明显加速

了距离场方程的更新计算
,

随着递归次数和采样点

数增加
,

加速效果更加明显
.

表 1 递归采样时间统计

模型
初始采样

点数

L u 分解 矩阵分块

递归次数 采样点数 方法计算 方法计算

时间 / s

时间 s/

人头

(图 3 )

0
.

2 5 1

0
.

6 4 1

1
.

6 2 2

2
.

9 4 4

2 9
.

5 4 3

0
.

13 0

0
.

3 6 1

0
.

7 4 1

1
.

13 2

7
.

18 0

巧 2 8 6 17 7
.

6 0 6 26
.

6 6 8

4 R ad ia l 基函数的近似计算

为了评估距离场逼近效果
,

每次加入新的采样

点并更新距离场方程之后
,

都要重新计算在原始网

格上所选取的对应点的场值
.

对于复杂模型
,

为满

足较精确的逼近要求
,

最终保留的采样点数目可能

较多
,

场值的计算量非常巨大
.

因此迫切希望找到

一种快速计算场值近似值的方法
.

对 于采用 Rad ial

基函数表示的插值距离场
,

可以将每个插值采样点

看作是一个能量源
,

而某点场值的计算则可看作是

该点能量值的计算
.

F M M ( F a s t M u l t i p o l e M e t h o d )

方法是一种快速计算由 N 个能量源共同作用的复杂

系统的能量的方法
,

F M M 方法将远离计算点的所

有能量源对该点的影响用一个近似的能量源代替
,

从而将这些能 量源 对应的 R ad ial 基 函数项近似合

并
,

有效地加速了距离场值的计算
.

F M M 方法的

主要步骤如下
:

( 1) 构造能量源分布的树状剖分结构
:

首先确

定出所有分布在三维空间中的能量源的包围盒
,

然

后用八叉树剖分技术将此包 围盒均匀细分到某一层

次
.

此剖分结构中的某个网格 C
,

有如下定义
:

C 的邻近网格是与 C 属于 同一剖分层次且与 C

的一个角点
、

一条边或一个面相邻的所有网格 ;

C 的非邻近网格是与 C 属于同一剖分层次且不

属于 C 的邻近网格 ;

C 的远邻近网格是属于 C 的非邻近网格而其父

网格属于 C 的父网格的邻近网格
.

( 2) 上行近似
:
从上述树状剖分结构的最底层

开始
,

对每个含有能量源的网格
,

将其所含能量源

的作用用位于此网格中心点的一个能量源来近似 ;

上一层网格的能量为其 8 个子 网格的能量之和
,

依

此类推
.

( 3) 下行近似
:
对含有需计算能量值的点的网

格
,

从树的最顶层开始
,

将远邻近网格和远邻近 网

格之外的非邻近网格的能量作用变换到含计算点网

格的中心
.

( 4) 近似计算
:
在最细的剖分层次上

,

将由步

骤 3 变换得到的能量近似值与含计算点的网格及其

邻近网格所包含的能量源作用得 到的能量值相加
,

可得到计算点的近似能量值
.

可见
,

要满足 F M M 算法的要求
,

必须提供将

一个局部区域中的多个能量源聚合为该区域中一点

的能量源以及将一点的能量作用近似变换到另一点

的方法
.

c ha n 等用 T ay fo : 展开方法给出了基于三维

矢量样条的满足上述要求的近似计算方法 0[]
.

对于

用 ( 3) 式表达的插值距离场
,

虽然基函数与 C he n
的

形式有所不同
,

但可以将其看作是 C hen 方法中三

维矢量场中的一维
.

忽略线性项的计算
,

对 ( 3) 式的

每一项 祷势 ( x 一 cj ) 都可以利用 hC en 方法得到相

应的近似计算公式及截断误差估计
.

值得注意的是
,

该算法需要许多预处理步骤
,

在场值计算次数不多

的情况下
,

并不能起到加速作用
,

通常
,

只有采样

点数在 1 0 00 个 以上而 需求解距离场值的次数在

1 0 0 0 0 个以上时
,

才能起到明显的加速效果
.

八JOORà04悦
é
7O
J,1

2
弓、ù
4

5 实例和结论

我们已在 P m 6 0 0 微机上用 C
+ 十

语言实现 了上

述算法
,

并测试了图 3 所示的实例
.

容易看出采用

自适应采样方式能够大大减少构造距离场所需的采

样点数
,

效果令人满意
,

因此
,

所构造的距离场可

以看作是原模型的一个有效的压缩表示
.
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图 3 自适应采样方法建立人头模型的距离场

( a )原始模型顶点数为 6 5 1; ( b )一 ( d )自适应增加约束点
,

( b ) 为 4 4 点
,

( 。 ) 为 1 0 9 点
,

( d ) 为 3 5 4 点

文中利用简化网格的拓扑结构来辅助新采样点

的定位
,

有效地减少 了采样的递归次数
,

但这种对

初始网格的依赖性使算法不能简单地推广到对任意

稠密散乱点数据的插值
.

进一步的工作是寻找不需

要空间拓扑结构的逼近误差判断方法和新采样点定

位方法
.
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